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Le test de la ligne numérique
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Résumé

L'apprentissage des nombres décimaux et des fractions pose de grandes difficultés. Il arrive trop
souvent que les éléves mémorisent une procédure de calcul sans vraiment comprendre le sens des
objets mathématiques qu’ils manipulent. Comment savoir s’ils ont vraiment compris les concepts
sous-jacents? Nous proposons un test simple et ludique : le placement d’un nombre sur une ligne
numérique graduée.

A chaque essai, I’éléve recoit un nombre et doit le placer avec sa souris sur une ligne graduée, soit
entre O et 20, soit entre O et 5. D'un essai a l'autre, le nombre peut étre un entier (par exemple 4),
le résultat d’une addition ou d’une soustraction (par exemple 7-4), un nombre décimal (par exemple
2,4) ou une fraction (par exemple 4 ). Selon qu'il parvienne ou non a placer le nombre a sa position
exacte, I'éléve recoit un feedback positif ou négatif.

Ce test a été proposé a un vaste échantillon représentatif d’éléves en début de sixieme. Les résultats
montrent qu’il est trés sensible aux connaissances et aux faiblesses des éléves. Ceux-ci placent
correctement les nombres entiers et résolvent plutot bien les opérations élémentaires, mais le
calcul avec des nombres décimaux et surtout la compréhension des fractions leur posent de grandes
difficultés. Ainsi, 78% des éleves en début de sixieme n‘ont pas su placer correctement la fraction %
au milieu de l'intervalle [0,1]!

L'analyse des erreurs montre que les éléves confondent souvent une fraction, soit avec I'une de ses
composantes entiéres (¥2 > 1 ou 2), soit avec le nombre décimal (1,2). Cependant, le feedback leur
permet de s’améliorer au cours du test. La littérature montre que la bonne compréhension de la ligne
numérique est fortement prédictive de la réussite ultérieure en mathématiques, et qu’un entrainement
dans ce domaine, accompagné d’une pédagogie adaptée, a des effets positifs. Nous proposons donc
que les éléves du premier et du second degré pratiquent le placement des nombres sur la ligne numé-
rique afin de les aider a comprendre les quantités en jeu et aussi d’aider les enseignants a repérer les
difficultés qu’ils rencontrent. Nous proposons également d’autres pistes, appuyées sur la recherche,
pour faire travailler le sens de ces nombres.

1 Cassandra Potier-Watkins, Chen Xi He, Marie Lubineau, membres de I'unité de neuroimagerie cognitive a NeuroSpin; Stanislas Dehaene,
président du CSEN ainsi que les membres du groupe de travail «Evaluations et interventions» du CSEN.
Remerciements aux équipes de la DEPP pour le développement de l'outil informatique et la passation des tests.



omment évaluer si un éléve a bien compris tel ou tel concept mathéma-
tique? Les enseignants savent bien que la simple récitation ou le calcul
ne suffisent pas. En effet, il arrive souvent que les éleves mémorisent
des recettes arithmétiques, sans pour autant comprendre le sens des objets qu'ils
manipulent. Méme s'ils peuvent faire illusion avec des problémes identiques a ceux
que lI'enseignant a donnés en exemple, leurs performances s’effondrent dés que le
probléme cesse d’étre familier. Ainsi, du fait de cette compréhension insuffisante,
des différences anodines sur le plan mathématique font obstacle au transfert aune
nouvelle situation, car les éléves ne reconnaissent pas qu’elle est de méme nature.

En sciences cognitives, on parle d'une dissociation entre la mémoire procédurale et
la mémoire sémantique : la connaissance de la procédure ne suffit pas a garantir la
compréhension du sens des objets mathématiques.

Bien p|acer’ du développement'?, en sorte que la

c’est comprendre compréhension précoce des relations

entre le nombre et I'espace prédit les

Dés le premier degré, le Conseil Scien- résultats scolaires ultérieurs en mathé-

AP . . . | 3-5
tifique de I"éducation nationale recom- matiques.

mande l'vtilisation en classe delabande | 3 figure 1 illustre différentes représen-

numérique, qui évolue ensuite vers la
ligne numérique. C'est un outil essentiel
pour faciliter et révéler la compréhen-
sion de l'arithmétique, qui est propose
des le début de CP lors des évaluations
nationales (programme EvalAide).
Pourquoi? Parce que la relation entre
le nombre et I'espace est un pilier des
mathématiques a toutes les étapes

tations spatiales des nombres et leur
intérét pédagogique. Des la maternelle,
la recherche montre que la bande
numérique, oU chaque case corres-
pond a un nombre, aide les enfants a
progresser en arithmétique. Elle aide
notamment a comprendre que tous les
nombres entiers 1,2,3... sont ordonnés
et également espacés (acquisition d’'une

Types de représentation spatiale des nombres

Jetons ordonnés

Bande numérique
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représentation linéaire des quantités);
que plus un nombre est grand, plus il
se situe vers la droite; et qu’addition-
ner ou soustraire correspondent a des
déplacements a droite ou a gauche sur
cette bande numérique. Les jeux de
plateau, type «jeu de I'oie» ou «petits
chevaux», ou I'on avance un person-
nage dans |I'espace, d'un nombre de
cases correspondant a un coup de dés,
facilitent la compréhension de la bande
numérique. Les enfants qui y jouent
progressent plus vite que les autres en
mathématiques.5-°

Plus tard dans la scolarité, I'introduction
d’autres métaphores spatiales permet de
favoriser I'abstraction. La ligne graduée
permet de comprendre qu’a chaque
nombre correspond une position
précise, et vice versa. Il devient alors
possible de se demander ce qu'ily a«plus
adroite» —ce qui fait réfléchir aux grands
nombres»; «a gauche de zéro» — c’est
I'introduction des nombres négatifs;
ou encore «entre deux nombres» — ce
quidonne un acces intuitif aux nombres
décimaux et aux fractions. La recherche
montre que les adultes qui sont experts
en arithmétique posseédent un concept
intégré de ligne numérique quirassemble

Intérét pédagogique

aeeoeaaee@ *  Fait appel au sens inné des ensembles d’objets concrets
¢ Enseigne la linéarité des nombres entiers
* Enseigne que les additions et les soustractions

correspondent a des déplacements

* Assure la transition entre la bande et la ligne numérique

L — e—
de Maria Montessori —_— * Met en relation le comptage et la mesure de I'espace
01 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Ligne graduée I l I * Fait comprendre que chaque nombre occupe une
L1 1 L i 1 position bien précise
. i 0 10
Ligne non graduée | | Oblige a visualiser mentalement I'espace des nombres
Ligne graduee @ L = 0 * Rend intuitive la grandeur des nombres a deux chiffres
avec de grands nombres | | |
2021122123124 125261272829 * Fait comprendre la notation en base dix
Tableau de nombres * Sépare bien les dizaines et les unités
10§11]1213{14)15]16 171819 * Permet de visualiser I'effet d’'une addition sur les dizaines
ol1l213lalslel718l9 et les unités
Ligne avec 0 1 2 3 4 5

graduations décimales

| l I | I | | | I | I * Aide a comprendre les nombres décimaux et les fractions

Figure 1. Exemples de différents types de représentations spatiales qui peuvent aider les éléves a comprendre le sens et la grandeur des

nombres (voir aussi 1).
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les entiers, les fractions et les décimaux.
Celaleur permetde visualiser facilement
les grandeurs relatives de nombres tels
que %2, %,1et1,2.

L'introduction rapide de I'outil mental
qu’est laligne numérique facilite I'acqui-
sition de ces concepts.”? Des le plusjeune
age, comprendre la position des nombres
facilite leur comparaison rapide et intui-
tive.® Au cycle 2, la capacité de placer
des nombres sur la ligne numérique est
le plusimportant prédicteur de lI'appren-
tissage ultérieur des fractions, tant sur le
plan conceptuel que procédural.* Par la
suite, la capacité de placer les nombres
décimaux prédit I'apprentissage ultérieur
de l'algebre.” Plus généralement,
la métaphore d’'un espace des nombres
est a la base d'un tres grand nombre
d’objets mathématiques de plus haut
niveau : les coordonnées, les fonctions,
les graphes, les nombres complexes, les
espaces vectoriels, etc.

Pourquoi les fractions
et les décimaux
sont-ils si difficiles

a comprendre?

De nombreuses recherches indiquent
que I'apprentissage des fractions comme
un demi, un quart, trois dixiemes, etc.,
pose des difficultés considérables a
|'école et au college — et pourtant, dans
la langue naturelle, les mots « moitié »
ou «demi» sont appris bien plus tot,
vers 5 ans!™ D'oU provient cette diffi-
culté? Formellement, chaque fraction
est constituée de deux nombres entiers
positifs, le numérateur et le dénomi-
nateur : dans la fraction 3/5, lue «trois
cinquiemes», trois est le numérateur,
et cing le dénominateur. L'éleve doit
pourtant les traiter comme un tout
et comprendre qu'il s'agit d'une seule
quantité, d'un seul nombre. Il s’agit de
saisir qu'un rapport de deux nombres
est encore un nombre. Les éleves qui
n‘ont pas compris le sens des fractions
se bornent a traiter ces deux nombres
indépendamment I'un de l'autre. C'est
pourquoi ils ont du mal a retenir les
regles qui régissent les opérations sur
les fractions, car celles-ci leur semblent

arbitraires:comment comprendre que la
multiplication terme a terme soit autori-

see (% X % = ; i g) mais pas |'addition

a,c_a+c),
(b+d¢b+d>'

Ceux qui maftrisent le concept de

fraction ont compris que le numéra-
teur et le dénominateur ont des réles
bien distincts. « Trois quarts», c’est un
peu comme «trois pommes» : il faut
commencer par nommer ce que 'on
veut compter (les quarts, au dénomina-
teur), puis dénombrer combien on en
prend (au numérateur). Le tout donne
un seul nombre, une seule grandeur.
Les éleéves qui maitrisent le concept de
fraction sont capables de se représenter
leur grandeur sur une «ligne numérique
mentale». llIs savent déterminer, assez
rapidement, laquelle de deux fractions
est la plus grande (par exemple, quel
est le plus grand nombre : 4/5 ou 7/127?),
sans se laisser troubler par la grandeur du
numeérateur et du dénominateur. Leurs
résultats montrent un effet de distance :
plus les quantités que représentent les
fractions sont différentes, plus laréponse
est rapide — ce qui montrent qu’ils en
ont compris le sens.’®" |ls associent
également automatiquement les petites
fractions avec la gauche de l'espace, et les
grandes fractions avec la partie droite de
I'espace.’® Autrement dit, ils ont compris
que chaque fraction, chaque nombre
rationnel, correspond a une grandeur
que l'on peut situer dans I'espace des
nombres, a des positions qui se situent
entre les nombres entiers habituels.

Comme les fractions, les nombres
décimaux introduisent des graduations
entre les nombres entiers. Cependant, la
compréhension des nombres décimaux
pose des difficultés différentes. Les
éleves doivent comprendre que ces
nombres constituent une extension de
la notation positionnelle des nombres
entiers. Dans «22», la valeur du chiffre
2 change selon la position : le premier
«vaut» 20 car il se situe a la position des
dizaines. Dans les décimaux comme
«2,2», I'éleéve doit préter attention a la
virgule et comprendre comment sont
organisés les positions successives a droite
de celle-ci. Une erreur classique consiste
a croire que 1,9 est plus petit que 1,25 :

dansles nombres «a virgule», lalongueur
n‘est plus un indice fiable de la taille des
nombres! La méme méconnaissance du
réle crucial de la virgule est a l'origine
d'erreursde calculdu type «1,2+3=1,5»,
trés courantes chezles éleves. Apprendre
a positionner les nombres décimaux, ce
qui oblige a préter attention a la position
delavirgule, facilite lacompréhension de
leur grandeur et de leur sens.

Le test de la ligne
numérique

Pour évaluer la compréhension des
décimaux et des fractions, avec I'aide
de la DEPP, nous avons congu un test
informatisé, simple et ludique, avec
feedback. Nous avons adapté un test
déja utilisé par d'autres chercheurs™, et
qui consiste a placer un nombre (entier,
décimal ou rationnel) sur une ligne
graduée. A chaque essai, I'éléve recoit un
nombre et dispose de dix secondes pour
le placer sur une ligne graduée, a l'aide
de la souris de 'ordinateur. S'il parvient
a le placer a sa position exacte, |'éléeve
recoit un feedback positif (avec des
effets visuels et musicaux appropriés),
sinon on lui indique I'endroit ou il aurait
db cliquer.

Les nombres et les
problémes proposés

Le test de la ligne numérique permet
d’évaluer finement la maftrise d'un grand
nombre de concepts arithmétiques.
Nous avons proposé aux éleves deux
blocs successifs :

® |e premier avec uneligne entre O et 20
avec des graduations pour chacun des
entiers, des graduations plus grandes
pour les multiples de 5 et 10, et des
étiquettes explicites pour les nombres
0,70 et 20

e |e second avec une ligne entre O et
5 avec des graduations décimales,
des graduations plus grandes pour les
multiples de 0,5 et les entiers, et des
étiquettes explicites pour les nombres
0,1,2,3,4ets.
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Figure 2. Ces copies d’écran montrent les deux lignes graduées présentées aux éleves
(celle de gauche va de 0 a 20, celle de droite de 1a 5), et des exemples de problémes proposés.

Le premier groupe d'essais, avec la ligne
de 0 a 20, testait I'arithmétique avec des
nombres entiers. Les nombres présentés

évaluaient

® La compréhension de la tache, avec
des entiers entre O et 20

® La compréhension de la notation en
base 10. Il s’agissait par exemple de
composer un nombre (par exemple
1x10 + 7), d'ajouter une dizaine
(10 + 4), ou de soustraire des dizaines
(25-20) ou des unités (15-5).

e |'addition de deux nombres a un
chiffre (par exemple 2 + 3,9 + 4)

e La soustraction, avec des problémes
inverses de I'addition (par exemple
5-2,13-4)

® Les principes fondamentaux de
I'arithmétique : addition de zéro
(par exemple 5 + 0), multiplication
par zéro (5 x 0), multiplication par 1 (5
x 1), soustraction d’'un nombre avec
lui-méme (5 - 5), division d’un nombre
par lui-méme (i), et enfin commutati-
vité de la multiplication (par exemple
6x18-18x6; il ne s'agissait pas de faire
tous les calculs, mais de remarquer que
le résultat fait nécessairement zéro).

Le second groupe d’essais, avec la ligne
de 0 a 5, testait les nombres décimaux
et les fractions. Les nombres présentés
évaluaient

® La compréhension de la tache, avec
desentiersallantde0a5

® La compréhension des décimaux
entre 0,1et 4,9 (en excluant les entiers)

® La connaissance des principes du sys-
teme décimal. Il s'agissait d’additions
quicombinaient un entier et unnombre
décimalentre Oet1, soitdansl'ordre «lo-
gique» (4 +0,6), soit dans I'ordre inverse
(0,6 +4). 1l n'y a donc pas besoin d'ad-

ditionner, mais juste de comprendre
quel chiffre occupe quelle place dans
la notation décimale du résultat

® Le calcul avec les nombres décimaux.
Il s'agissait d’additions et de sous-
tractions, avec ou sans retenue (par
exemple 4,6 +0,3;0u4,1-2,5;0uen-
core2,8+1,2)

® La compréhension des fractions. En-
viron la moitié des fractions présen-
tées correspondaient a un nombre

entier (par exemple 4 ou i), tandis
que les autres correspondaient a des
graduations décimales entre O et 1
4 2
(par exemplegou ﬁ)'
® Le calcul avec les frac-
tions. Il s'agissait toujours
de calculs simples, soit
entre un entier et une

fraction (par exemple

2 +%ou1 —l), soitentre

deux fractions avec le
méme dénominateur

(par exemple%)‘
En septembre 2020, la
DEPP a fait passer ce test

sur ordinateur a un échan-
tillonreprésentatif de 3 412

Ligne graduéede 0a 20 :
Nombres entiers —®
Base 10 \Q
Additions .o’o‘
Soustractions | e
Principes arithmétiques ‘:.
Ligne graduéede 0a5:
Nombres entiers - o“
Décimaux - ee
A

Systéme décimal \
Calcul avec les décimaux - » 2

immeédiatement que, si les éleves font
peu d’erreurs avec les nombres entiers,
la base 10, les additions et méme
les décimaux, les performances sont
médiocres pour les soustractions et
les principes arithmétiques, et tres
mauvaises pour le calcul décimal et
surtout pour les fractions et les calculs
avec les fractions. Dans cette derniere
catégorie, on se situe autour de 80%
d'erreurs! C'est dire que le concept de
grandeur d’une fraction n’est absolu-
ment pas maftrisé par les éleves, alors
que les programmes spécifient qu'il est
étudié en CM1 et surtout en CM2.

Prétons attention aux trois courbes de
couleurs différentes: ellesindiquent des
variantes du logiciel. Selon la version, la
souris «s'aimantait» sur I'emplacement
le plus proche (rouge) ou pas (vert et
bleu) — mais ce parameétre ne faisait
guere de différence. Par contre, certains
éleves recevaient du feedback sur leurs
réponses (groupes rouge et vert), et
d’autres non (groupe bleu). Les résultats
indiquent que ce parameétre a un effet

Taux d’erreurs

0% 20% 40% 60% 80% 100%
1 1 1 | |

éleves francais de début de PSRRI o <N
L a Calculs avec les fractions - « PY

sixieme, 4gés en moyenne

de 11 ans. Ala suite de diffi- sanefestiiack

cultés informatiques, nous
présentons ici les résultats
de 1274 d'entre eux. Ces
résultats ont été répliqués
en septembre 2021.

Quels sont les résultats ?

Lafigure 3donne un premier apergu des
résultats : elle indique le taux d'erreurs
pour chaque catégorie d’essai. On voit

——  Avec feedback, sans aimantation
——  Avec feedback et aimantation

Figure 3. Pourcentages d’erreurs observées dans le
placement de différents types de nombres sur la ligne
numérique.

significatif : les résultats sur les fractions
sont un peu meilleurs dans le groupe
avec feedback, auquel on indiquait la
bonne réponse lorsqu’ils se trompaient.
C'est un résultat intéressant parce que,
en accord avec de nombreux résultats
antérieurs?®?’ il montre que I'évaluation
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peut aussi étre un moment d’appren-
tissage : se tester permet d’apprendre.
Le feedback aide les éleves en les
corrigeant, et cet effet positif se voit en
quelques minutes seulement. Ce résultat
laisse penser que la pratique réguliere
du placement des nombres sur la ligne
numeérique, avec le feedback d'un logiciel
ou de l'enseignant, pourrait améliorer
la compréhension de la grandeur des
fractions, donc de leur sens.

Corrélation
avec la réussite
en mathématiques

Lafigure 4 montre comment les résultats
varient lorsqu’on répartit les éleves en
cing groupes de niveau en mathéma-
tique, en fonction de leurs résultats a
un test indépendant de résolution de
problemes arithmétiques.

llestclair que ce sontlesmémes problemes
qui posent des difficultés a tous les éleves
- particulierement les principes arith-
métiques, les décimaux et les fractions.
Cependant, on voit également que le
test de la ligne numérique possede une
excellente valeur diagnostique : selon le
niveau des éléves en mathématiques, le
taux d’erreur varie du simple au double,
y compris sur des opérations tres simples
et qui devraient normalement étre bien
comprises a cet age, comme l'addition ou
la soustraction des entiers.

En ce qui concerne les fractions, le
résultat est tres mauvais, puisque méme
les meilleurs éléves échouent plus de
la moitié du temps. Voyons a présent
quelle est la nature de leurs erreurs.

L'analyse des types
d’erreurs

Leserreurs des éleves sont riches d'ensei-
gnements. Elles révelent ce qu'ils ont
mal compris, et les enseignants peuvent
les utiliser pour déterminer la source
de leurs difficultés. Voici donc un bref
catalogue des principales erreurs que
commettent les éleves de sixieme sur la
ligne numérique :

0% 20%

Taux d’erreurs
40% 60% 80% 100%

1 1 1

Ligne graduée de 0a 20:

Nombres entiers —+>

Base 10 —f -=#
Additions —+ -=»e

Soustractions ~f+ =

Principes arithmétiques
Ligne graduéede0a5:
Nombres entiers | =

Décimaux -+ <=e

Systeme décimal ==
Calcul avec les décimaux -
Fractions -

Calculs avec les fractions

-=00 ——

5 groupes de niveau
\ ~——— 20% en difficulté

20% les meilleurs

® Lesnombresentiersjusqu’a 20 comme

nous l'avons noté, ne posent guére de
difficultés en sixieme. Les rares erreurs
sont proches d‘une ou deux unités de
la bonne réponse, et sont sans doute
deserreurs d’inattention. La présence
de difficultés dans ce domaine est
rare, et devrait alerter I'enseignant si
des erreurs sont toujours présentes
en sixieme.

La base 10 ne pose pas d'immenses
difficultés, mais on observe tout
de méme pres de 20 % d’erreurs
pour les problemes 25-20 (réponses
dominantes:0,10,15 ou 20),1x10-10
(réponse :10), et 2 x10-10 (réponses :
0 ou 20). Ces erreurs ne suffisent pas
a diagnostiquer les difficultés des
éleves, mais elles suggerent qu'il pour-
rait étre utile, en début de sixieme, de
réviser la multiplication par dix et la
maniére dont les dizaines et les unités
se combinent.

l'addition et surtout la soustraction
des nombres entiers suscitent entre
20% et 40% d’erreurs, parfois plus.
Ce sont surtout les problemes de
retenue, avec franchissement de la
dizaine, et avec des nombres relative-
ment grands (additions du type 8 + 9
ou 7 + 6; soustractions du type 15 -7
ou 16 - 9), qui induisent le plus d'er-
reurs. Bon nombre d'erreurs s'étalent
autour de la bonne réponse, ce qui
suggere que les éleves les plus en dif-
ficulté ont essayé de compter et se
sont trompés dans leur comptage, ou

Figure 4. Pourcentages d’erreurs lorsque les éléves sont triés en fonction de leur niveau
en mathématique (5 groupes de niveau).

n’‘ont pas le temps de compter correc-
tement. D'autres €leves se trompent
d'opération (par exemple 12-4=16).
D’autres encore n‘ont aucune idée de
I'ordre de grandeur du résultat (par
exemple 16-9=17). La pratique plus ré-
guliere du calcul et des compléments
a dix, tout au long du premier degré,
devrait aider a corriger ces difficultés.

e En ce qui concerne les principes

de I'arithmétique, la situation est
trés tranchée. Certains principes
d’addition (n +0=n)et de soustraction
(n—n=0)sont maitrisés. Par contre, la
multiplication par O et par 1 conduit
aenviron 6% erreursdu typenx1=0
et 22% d'erreurs du type nx 0 =n(par
exemple 5 x 0 =5). Ainsi, ces éleves
confondent I'élément neutre pour
I'addition et la soustraction (0) et ce-
lui pour la multiplication et la division
(1). Le manque d'appréciation de la
commutativité de la multiplication,
évaluée par des problémes tels que
8 x 15 =15 x 8, entraine également
55% d'erreurs (réponses 8, 10, 15 ou
20), ce qui montre que les éleves
n‘ont pas compris le raccourci qu'elle

5 rangées de 8 8 rangées de 5
0000000 — 000O0CO0

o000 00Q0@0OCOQ 0000
00000 0CO0 0000
0000000 0000
0000 0Q@00Q 0000
0000
Commufat.lvntt.edela 00000
multiplication 00000
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permet. Il est probable qu'ils restent
influencés par la conception de Ia
multiplication comme une addition
répétée, qui ne rend pasintuitive I'idée
de la commutativité : additionner 8
fois la valeur 15, et 15 fois la valeur 8,
semblent deux opérations bien dis-
tinctes. Cela montre I'importance
de travailler la commutativité avec
des ensembles d’objets : sous forme
visuelle, cette propriété devient
une évidence (figure précédente).
Enfin, comme les autres fractions que
nous verrons plus loin, la division d'un
nombre par lui-méme est totalement
incomprise (81% d’erreurs; exemples
de réponses pour 3/3:0, 3,6,10 ou
méme 15 ou 20).

e Siles nombres décimaux n‘entrainent
que 9% d'erreurs, souvent proches de
labonne réponse, les principes du sys-
téme décimal sont source de grande
confusion. L'erreur principale consiste
ane passavoir ajouter un décimal et un
entier, particulierement dans cet ordre
(31% d’erreurs). Ainsi, au probléme
0,2+1, la réponse est souvent 0,3 ou 3:
I’éleve ne tient pas bien compte de la
virgule, ce quiindique une méconnais-
sance du sens de ces quantités.

® Les calculs avec des décimaux en-
trainent entre 40% et 90% d’erreurs.
C’est la retenue qui pose a nouveau
des difficultés, dans des problemes
comme 0,9+ 3,70u3,1-1,3. Leser-
reurs sont réparties quasi aléatoire-
ment autour de la bonne réponse et
de la réponse a l'opération opposée.

Beaucoup d'éléves confondent I'addi-
tion et la soustraction!

Les fractions, méme trés simples, en-
trainent 78 % d'erreurs. Ainsi la frac-
tion 1/2 entraine 78 % d’erreurs, avec
des réponses telles que 1; 2;1,5; 2,5;
ou encore 1,2 (figure 5). Beaucoup
d’éleves n‘ont pas compris qu‘une
fraction représente une seule quan-
tité, un seul nombre, et ils choisissent
donc comme réponse |'un ou l'autre
des entiers indiqués. D'autres éleves
confondent les fractions et les déci-
maux, et confondent ainsi 4/8 avec 4,8
ou 3/6 avec 3,6, comme si les signes
«,» et «/» avaient une signification
identique et séparaient simplement
deux nombres. Ce sont des erreurs
tres fréquentes, peut-étre liées au fait
que les décimaux et les fractions sont
souvent enseigneés presque conjointe-
ment en CM2.

Dans ces conditions, il n'est guere
surprenant que les calculs avec des
fractions, méme les plus élémentaires,
entrainententre 75% et 90% d'erreurs.
Les problemes n‘incluaient pourtant
que des questions simples si l'on a
compris ce quisignifient les grandeurs
en jeu, par exemple :

- 3/4 +1/4 : les principales réponses
sont?2;2,5;3:3,4;4;4,4;0ouencore4,8
- 4-1/10:réponses 5; 3;2,5;1, ou
encore 0

- 5-1/2:réponses réparties un peu
partout, notamment4;2,5;2;1,5;0u0.

Quelles stratégies
d’enseignement
recommander?

Le premier enseignement de cette
recherche est que les éleves de sixieme
n'ont pas encore bien compris comment
les différents types de nombres se
relient entre eux et s’intégrent en un
seul systéme. Cette intégration est loin
d’étre terminée en fin de premier degré.
L'arithmétique est constituée d'un tissu
de relations que seule la rencontre
avec une diversité de problemes
(concrets et abstraits), soutenue par un
guidage approprié par les enseignants,
permettent de découvrir. L'enquéte
TIMMS suggere que I'élargissement des
conceptions travaillées au primaire
correle avec une meilleure perfor-
mance des éleves.?? La comparaison
des décimaux et des fractions, leur
classement, leur mise en relation avec
des graphiques et des formes, I'équiva-
lence des fractions et des nombres dans
différentes écritures, pourraient étre
travaillés plus souvent au cycle 3.

Le second enseignement est que la
notion de ligne numérique peut aider
a comprendre les décimaux et les
fractions. En effet, des revues récentes de
lalittérature surlesinterventions pédago-
giques®2* indiquent qu'il est efficace de
pratiquer des activités qui consistent a
ancrer dans le concret la connaissance de
la grandeur des décimauxet desfractions,
atraversdesactivités de comparaison, de

Placez - Placez 2 + &
2 5
30 _
100 ) 78 % d’erreurs 25 97 % d’erreurs
80 - 1 20
60 15
40 — 10
20 5
o I 5 . o nnrmﬂn n Lﬂq nlin ]
0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5 0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5

Réponse donnée par I'éleve

Réponse donnée par I'éléve

Figure 5. Exemples de réponses a deux problemes proposés aux éléves de sixieme. Pour chaque probléme, la hauteur des barres indique le
nombre d’éléves qui ont donné une certaine réponse.
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mise en ordre, et de positionnement de
ces nombres sur des lignes numeériques.
On peut commencer tres tot : des
données longitudinales montrent que
la connaissance de la grandeur des
nombres entiers a I'age de six ans prédit
la connaissance de la grandeur des
fractions al'age de 13 ans.? La recherche
montre qu‘un entrainement qui vise a
mieux faire comprendre la grandeur des
fractions entraine également des gains
en compréhension de la maniere dont
les regles d'arithmétiques s'appliquent
aux fractions.?® Cependant, I'impact du
simple fait de jouer a placer des fractions
sur laligne numérique est débattu?28: les
données suggerent que le jeu lui-méme
ne suffit pas, et qu'il faut I'accompagner
d'un enseignement explicite de ce que
sont les fractions et de la maniere dont
elles se comportent.

Un pointest fondamental : il faut penser
aux fractions comme des multiplications
d'un nombre (le numérateur) par une
nouvelle unité (qui vaut 1/n, ou n est le
dénominateur). Par exemple, 2/9, c'est
deux fois «un neuvieme» : tout se passe
comme si on avait changé d'unité, et
qu’on comptait a présent en neuviemes.
Il devient alors trés facile de comprendre
que 2/9+1/9, c'est 3/9. Etde méme qu’on
ne peut pas additionner des métres et
des pieds, on ne peut pas additionner
deux fractions, par exemple 1/2 et 1/3,
sans commencer par les «réduire au
méme dénominateur», c'est-a-dire les
mesurer avec la méme unité.

Une intervention récente?® montre
effectivement que les éleves apprennent
mieux lorsqu’on commence par ramener
les fractions a des fractions unitaires (1/n),
qui sont plus faciles a comprendre et a
combiner. Une autre® suggere qu’il peut
étre intéressant, avant d’introduire les
décimaux et les fractions, de commen-
cer par un travail sur les pourcentages,
et notamment les pourcentages qui
sont relativement familiers des enfants,
comme 50% (par exemple, on peut leur
montrer comment calculer 75% d'une
bouteille de 900 ml en commengant
par leur faire calculer 50% de 900
ml, puis 25% = 50% de ce résultat, et
en additionnant les deux). Ces deux
interventions partagent I'idée qu'il est

1 barre...

I |
...divisée en 4 quarts
L [ [ [ |

Trois quarts de barre (3/4)

LT T 1

Cing quarts de barre (5/4)

Y a-t-il autant de bleu que
d’orange ? Pourquoi ?

utile de décomposer les nombres, et
notamment les fractions, additivement
comme multiplicativement, pour mieux
comprendre ce qu'ils veulent dire.

Sur la base de la littérature scientifique
ainsi que de I'expérience pédagogique,
on peut proposer une approche en
spirale quicommence treés tot a travailler
surlagrandeur des nombres, a partir des
petits nombres entiers et en élargissant
progressivement aux autres types de
nombres. On peut ainsi :

® Jouer avec des jeux de plateau des la
maternelle, afin de comprendre
- commentlesnombres s’‘organisent
de gauche a droite
- comment leur position permet de
les comparer
- et comment 'addition et son in-
verse, la soustraction, correspondent
a des déplacements sur cette ligne.

e Introduire trés tot I'espace des
nombres, selon la progression propo-
sée en figure 1. Des la maternelle, on
peut jouer a ordonner, en ligne, les
premiers nombres entiers pour former
une bande numeérique (al'aide d'unjeu
de cartes par exemple). Plus tard, on
passe a la ligne numérique, oU chaque
nombre occupe une position bien pré-
cise. Enfin, on y intégre progressive-
ment les opérations, les fractions les
plussimples (notamment1/2 et 3/2), les

décimaux, etc., toujours en donnant du
feedback a I'éleéve en cas d’erreur.

® Faire pratiquer la mesure, notamment
celle deslongueurs, al'aide d’'un metre
qui introduit les nombres entiers, puis
les décimaux et les fractions, dans un

contexte concret.

e Expliquer comment les nombres
peuvent étre représentés par des
barres que I'on peut diviser ou regrou-
per. Ainsiles opérations telles que 3/4 +
5/4 deviennent faciles a visualiser (voir
la figure ci-contre). La division d'un
segment facilite le raisonnement avec
des fractions, bien plus que la classique
division d'une pizza ou d’une tarte.”

e Faire pratiquer les constructions géo-
métriques. Leur division ou leur pliage
permettent de comprendre la divi-
sion des longueurs et des surfaces par
deux, par trois, par quatre... (voir la fi-
gure ci-contre).

e Introduire les multiples sens des frac-
tions. Diviser, ce n‘est pas seulement
partager (par exemple partager 10
tartes entre 5 personnes, chacun
en aura 2), mais cela peut aussi étre
distribuer par paquets (par exemple
distribuer 10 tartes par paquets de 5,
cela fera 2 paquets). Seul le second
sens permet de comprendre la divi-
sion par une fraction : si l'on dispose
de 10 tartes et que I'on veut faire des
lots d’une demi-tarte, il est clair que
cela fera 20 lots... alors que cela n'au-
rait aucun sens de distribuer 10 tartes
entre une demi-personne!

La compréhension approfondie des
fractions et de leurs regles de combi-
naison nécessite leur intégration dans
un systeme arithmeétique qu’‘on appelle
une «algebre» et qui comprend les
relations réciproques entre addition
et soustraction, entre multiplication
et division, les réles spécifiques du O
et du 1, etc. Le Conseil Scientifique de
I'’éducation nationale produira prochai-
nement un document complet sur
les «structures multiplicatives» dans
lesquelles s'intégrent les fractions, et
desrecommandations pour faciliter leur
apprentissage tout au long du premier et
du second degré.
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Ce qu'il faut retenir

—— Acquérir lI'intuition de la grandeur des nombres est un aspect fondamental et souvent négligé de I’'édu-
cation mathématique.

— L'idée que tous les nombres (entiers, décimaux, fractions...) forment un espace, qu'ils se répartissent sur
une ligne, est un pilier essentiel des mathématiques.

—— Savoir placer un nombre sur une ligne graduée est un excellent indicateur de la compréhension des
nombres et de I'arithmétique.

— Les éléeves de sixieme éprouvent de grandes difficultés a placer les nombres décimaux et surtout les
fractions sur la ligne numérique.

—— Laconception répandue qu’un nombre décimal et une fraction « séparent » deux nombres par un signe
(que ce soit une virgule pour les décimaux ou un «/» pour les fractions) est profondément trompeuse et
conduit a confondre ces deux notions.

—— Les fractions et les nombres décimaux gagnent a étre travaillés dans de nombreux contextes pédago-
giques (comparaison, mise en ordre, mesure, graphes, etc).

—— Placer un nombre décimal ou une fraction sur la ligne numérique et recevoir un feedback constituent
une bonne maniére d’apprendre a maitriser ces concepts.

—— Labande numérique, puis la ligne numérique, peuvent étre introduites dés la maternelle - c’est une aide
pour ordonner les nombres, compter et calculer.

— Laligne numérique peut étre progressivement enrichie du zéro, des grands nombres, des décimaux, des
fractions, des nombres négatifs...

—— Jouer a des jeux de plateau met rapidement en place la notion de bande numérique dés la maternelle
etle CP.

—— Mesurer deslongueurs, par exemple pour construire des formes ou des objets, fait travailler les nombres
décimaux et les fractions dans un contexte concret.

—— L'apprentissage des fractions commence tot. Les fractions les plus simples comme « un demi » ou « un
quart », qui appartiennent au langage courant, peuvent étre introduites dés la maternelle, et il est sou-
haitable d'y revenir chaque année dans une approche pédagogique « en spirale ».

Pour aller plus loin

Pour une revue en frangais et une analyse détaillée des difficultés que posent les fractions aux éleves de diffé-
rents pays, fondée sur I'enquéte TIMMS, on pourra se référer a la publication suivante :

Martinez, S., & Roditi, E. (2017). Programmes scolaires et apprentissage de la notion de fraction a I'’école
élémentaire. 18., 94, DEPP MEN. Education et formations, DEPP MEN, 18(94). https://www.education.gouv.fr/
media/14858/download

Le ministere de I'éducation nationale publie des reperes annuels de progression en mathématiques, avec des
attendus en fin de CM1, CM2 et sixieme : https://eduscol.education.fr/document/14026/download
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